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Thema: Elliptische Integrale und Elliptische Funktionen Integrale [ R(t, «/P(t)) dt, in denen R
eine rationale Funktion und P(t¢) ein Polynom bis 4. Grades ist, heiflen Elliptische Integrale.

1. Historie und Anwendungen: Umfang U einer Ellipse [x,%]” = [asint,bcost]T, Annahme: a > b

U= 7r/2\/(12(3052t—i-b281n tdt= Oﬁ/%/l—a%bzsithdt:aE(k)mltk2 aa;f

Anwendungen: Pendel (sing # @), grofle Biegungen schlanker Balken Elastica und Bewegungsgle-
ichgungen des Kreisels als kinematisches Analogon, Punkt- und Linienkontakt Hertz’scher Kontakt,
Bewegungsgleichungen mit Reibung, nichtlineare Wellen Solitons, Zweikorperproblem.

2. Definition und Transformationen:
Alle Elliptischen Integrale lassen sich in Normalform mit Modul k£ und Amplitude ¢ transformieren.

Normalform, z = sin ¢ ~» Legendre Form Notation Reihe
x
LAt u = Jy e =i e = Flok)
2.Art: u= [ 11 ki‘g; dz = [{ V1 —k?sin® gdg = E(p, k) Nop— k%d +.
. — dz _
3Art: u= [ N =7 ) \/1 et (e, k,n) alternatlv [Landen]

Die Elliptischen Integrale (mehrdeutig) mit ¢ = 7/2 heissen vollstandig, Notation K (k) = F(7/2,k),
Sonderfille K (0) = 7/2, K(1) = co. Komplementirmodul k2 =1 — k?, K' = K(k') = Kv/1 — k2.
Die Umstellung nach der oberen Integrationsgrenze fiihrt zu den Elliptischen Funktionen (eindeutig).
Eine besondere Rolle spielen die des Integrals erster Art, sog. Jacobi-Funktionen.

= am u, x = sin(am u) = sn u ~ u— (1+k?)u3/3!, cos(am u) = cn u ~ 1 —u?/2! + (1 + 4k*)u* /4!,
\/1 k2sin?(am u) = dn u ~ 1 — k?u?/2! + k%(4 + k%)u? /4!
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Jacobi-Funktionen als f(u,k)  Unvollstdndige Ell. Int. als f(p,k)  Vollstdndige Ell. Int. als f(k)

3. Eigenschaften, Differenzation, Additionstheoreme: sn?u + cn’u = 1, dn?u + k?sn’u =1
Symmetrie sn(—u) = —sn(u), cn(—u) = +cn(u), dn(—u) = +dn(u)
Periodizitit sn(u + 2K) = —sn u, cn(u + 2K) = +cen(u + 2jK') = —cn u, dn(u + 25 K) = —dn u

Sonderfalle kK = 0: am v = u, dn u = 1; k=1: am u = gd u = atan(sinhu) + C1, dn u = sech u
dds# =dn u cn wu, ddC;I“ = —dn v sn wu, d(ﬁf“ = —k%n u cn u, [snudu = 1 log(dnu — k cnu)

__ snucnvdnvtsnvcnudnu __ cnucnvFsnusnvdnudnv dnudnvFk3snusnvcnucnv
Sn(u + U) - 1—k2sn?u sn2v Cn(u + U) 1—k2sn?u sn?v dn(u + U) 1—k2sn?u sn2v ’

2, _ 1l—cn2u 2 cn2u+dn2u _ dn2u+k2cn2utk’?
snTu = 1+dn2u> U = 1+dn2u dn U= 1+dn2u

F(p,k) = —F(—¢,k), F(nt + ¢, k) = nK (k) £ F(p, k), E = [ dn?u du
F(p, k) = k~Y2F(0, k") mit sin = k~/2sin¢p

4. Literatur: (Moderne math. Literatur befasst sich vor allem mit den Eigenschaften Ell. Integrale/Funktionen
im Zusammenhang mit komplexer Analysis und ist fiir den Einstieg nicht zu empfehlen.)

F. Oberhettinger, W. Magnus: Anwendung der Elliptischen Funktionen in Physik u. Technik; F.G.
Tricomi, M. Krafft: Elliptische Funktionen; H. Hancock: Elliptic Integrals; A. Hurwitz, R. Courant:
Funktionentheorie; P.F. Byrd, M.D. Friedman: Handbook of Elliptic Integrals for Engineers and
Scientists; A.G. Greenhill: The Applications of Elliptic Functions;



Aufgabe a 1 Biegeschwingungen grofler Amplitude
kern@kit.edu

Biegeschwingungen fithren bei groflen Ausschlidgen entweder zu Langsdeh-
nungen des Balkens oder Verschiebungen des Loslagers. Als Schwingform
T ]T

wird eine Sinuskurve [z(t),y(t)]" = [ct,wsint]" angenommen (Losung der

linearen DGL gelenkig-gelenkig).

1. Berechnung der amplitudenabhéngigen Lénge L(w) im Fall Festlager-
Festlager.

2. Entwicklung der Lénge L(w) in eine Reihe.

3. Berechnung der Loslagerverschiebung im Fall Festlager-Loslager bei

Annahme einer konstanten Linge Ly.

Anmerkung: Diese Betrachtungen sind rein kinematischer Natur und nicht

kinetisch begriindet.



Losung zur Aufgabe o 1

Parameterdarstellung der Biegelinie [z(t), y(t)]” = [ct,wsint]7 mit der Normierung 0 < ¢ < 7.

1. Lénge der Biegelinie (Festlager-Festlager):

T w/2
L = / \/c2+w2cos2tdt:2/ V2 + 2 cos?t dt
0 0
w/2 W2
L = 2\/02—1—1212/ \/1—ﬁsm2tdt
0 ct 4w
- A2
W . 9 W
2. Reihenentwicklung der Linge (Festlager-Festlager):
| 1/2 ’
T _
Ek) = = E2m
© - 55 ()
m=0
QI] T 1 2 3 4
Lo~ 295 <1 P >

3. Verschiebung bei konstanter Lange (Festlager-Loslager)

Beschreibung der Durchbiegung mit dem Parameter £ = 0...1 (gerade bis zusammengeklappt).

Ly = L=2|2|Ek)
o kLo
-~ 2E(k)
Lo

= 0 12
Y

entsprechende Durchbiegung

entsprechende Schrumpfung des Lagerabstandes

Biegelinien konstanter Lénge

(6)
(7)
(8)

Anmerkung: Fiir die Lange einer halben Sinuskurve (0...7/2), wie man sie beispielsweise zur Beschrei-

bung des 1. Euler’schen Knickfalls verwenden kann, gilt aufgrund der Symmetrie

kLg

E(k)
Ly

E(k)

V1—k2.

(9)

(10)



Aufgabe a 2 Mathematisches Pendel
Quelle: “Anwendungen der Elliptischen Funktionen in Physik und Technik”

Magnus, Oberhettinger

In den meisten Féllen werden kleine Auslenkungen ¢ < 7/20 angenommen.
Das trifft nicht immer zu, z.B. bei Schaukeln. Ausgangspunkt ist die nicht-
lineare Bewegungsgleichung

gb'—i—%singsz

1. Schwingungsdauer einer Viertelperiode

2. Vergleich mit der Linearisierung (sing = ¢) und Naherungslosung
gemiB Storungsrechnung (sieche Aufgabe E6.5 des 7.Ubungsblatts aus
Mathematische Methoden der Schwingungslehre ITM/KIT)

Anmerkung: Nach dem gleichen Vorgehen lisst sich auch die Periodendau-
er der freien Schwingung eines Schwingers mit linear-kubischer Kennlinie

(, Duffing Schwinger“) berechnen.



Losung zur Aufgabe o 2

Bewegungsgleichung:
m
Ein(t) + Epot(t) = Exin(0) + Epot(0) | Epot = L(1 — cos p)myg, Eip = 51)2
O? = ap% + (cos ¢ — cosp)2g/L | vg = LZ@%

1. Viertelperiode:

g d
t:L/ 1 | COSQD:1—2SiIl2£, vg =10
2 2
eo \/VZ + 2gL(cos p — cos o)

w0

in £ = sin £ sin u,

¥ . g .
t:l /é/ de ’ @ = 2asin(sin £ sinu),
. . .
2V 9 Joo \/sm2%—sm2§ 2sin 73 cosu

1—sin? <P270 sin? u

L [“ du
t:”—/ | @(t=0)=¢o, u(t=0)=uy=m/2
9 Juo \/1—sin2%—°sin2u

L u L u (7]
t = _/ - —</—/ ) | k2:sin2@
9 Juo g9 \Jo 0 2

t= g(F(k,u)—K(k)) | T/A=t(p=0), u(p=0)=0

SIS

D.-|D-
26

F(k,u) = t\/%—i—K(k:) | uw=am(t\/g/L+ K(k))

. sin £
sinu = siné = sn(tv/g/L+ K(k)) | ot =0)=¢o pt=T/4) =0
2

T/4 = K(k)\/g

2. Vergleich mit linearer Theorie und Stérungsrechnung
Lineare Theorie: K (k) ~ K(0) =7/2

Néaherung: K(k) ~ /2 (1 + %kQ + 6%k4)

alternativ: Sinusfunktion in Reihe bis zum kubischen Glied entwickeln (Duffing)

Anmerkung: Physikalisches Pendel T =4K(k),/ ﬁ mit k = sin £2



Aufgabe a 3 Kreiselbewegung

Ein Starrkorper rotiert in der Schwerelosigkeit (¢ = 0) mit konstanter Win-
kelgeschwindigkeit ¢) mitsamt seiner drehbaren Lagerung (Drehwinkel ) um
die raumfeste z—Achse. Sein Winkelgeschwindigkeitsvektor im korperfesten
&nC—Hauptachsensystem ist
W= Q,Z}singpgg +¢cosgpgn + gbgc.
Die Auswertung der Eulerschen Kreiselgleichungen ergibt die Bewegungs-
gleichung
Mc=0=Jcp— (Je — Jn)qb2 sin ¢ cos .

Berechnen Sie die Losung ¢(t) der Bewegungsgleichung fiir den Fall

1. einer oszillierenden Bewegung, fiir den Umkehrpunkte (d¢/dt = 0)

existieren
2. und fiir den Fall einer durchdrehenden Bewegung (de/dt > 0 Vt > 0).

Anmerkung: Ahnliche Gleichungen treten beim kriftefreien Kreisel auf. Auch
fiir den schweren Kreisel (Schwerpunkt ungleich Fixpunkt ~» Schweremo-
ment) lassen sich analytische Losungen mittels Elliptischer Funktionen fin-

den, sie sind jedoch deutlich schwieriger, siehe
e Kurt Magnus: “Kreisel-Theorie und Anwendung”,
e Richard Grammel: “Der Kreisel - Erster Band Theorie des Kreisels”,

e Felix Klein & Arnold Sommerfeld: “Theorie des Kreisels”.



Losung zur Aufgabe a 3 (Kreisel)

Jep — (Je —
2¢ + (Jyy — Je )¢ sin2p = 0

© + Rsin® =0 @/

1.
592—Rcos@+0:0 |

1. Mit Umkehrpunkt ’t 0=20

2
(fi?) = 2R(cos © — cos Og)

(%) -

de\ > 5 6 , 0
<d7‘> = 4(sin 7—81 2)

k2

2(cos © — cos Op)

2
2k cosy dy 9 . 9
— | =4k*(1 —sin
(cosg) dT> ( 7)
dy\® 1 —sin? C
<dz> —ﬂ( —sin2§):1—kzsin2fy

cos? y
dy

V1 —k2siny

dr =

sin
T+ K(k)=F asin( k2>’k

ksn(r + K(k)) = sin % = ksin~y
2
(jf) 482 [1 = sn2(r + K(k))]

<jf> — 9k en(r + K (k)

Jy)h? sin p cos p = 0 | sinz cosx = B sin 2z

2 =0, (J,—J)? =R

) =0~ C = Rcos Oy

Lo
cosx =1 —2511125

sm = ksinvy

@d@ dy
2cos 59 = kcosvygl

Oo
k=sin—=20...1
sm2 0

/d
’Y zwei Losungszweige!

/ O(0) = By — 7(0) = 7/2

fiir O(t)

1 —sn’z = en’z



2. Ohne Umkehrpunkt

(

doe

dt

2
> =2R(cosO + 1+ 2—5—)

1— k2
k

de\? , . O
(d'r> —4(1*]{5 Sln;)

/9 2dO*
T =
0 2vV1—k2sin©*

sn(7) = sin —

2

fiir O(t)
1 — k%sn’x = dn’z

T=—1

(16)
(a7)
(18)
(19)
(20)
(21)

(22)



Aufgabe a 3 Elastica (Kreiselanalogie)
Quelle: “A treatise on the mathematical theory of elasticity” A.E.H. Love

(Notation in Anlehnung an die Differenzialgeometrie)

R G /VJ M ;\L\/

N/ \T ( doe

Bei grofien Biegungen ist die Niherung der Kriimmung ©/ds =~ w” nicht
mehr zuldssig. Die Biegelinie der sog. Elastica ergibt sich aus dem Krifte-
gleichgewicht in Richtung der Querkraft N. Das Schnittmoment (Biegestei-
figkeit B = EI) ist M = BdO/ds und die Schnittkraft folgt durch Differen-
zation nach der Bogenlinge N = dM/ds = Bd?©/ds?. Unter Einbeziehung
der duferen Last R an der Stelle s = 0 folgt

Rsin® + Bd?0/ds* =0

woraus sich nach Multiplikation mit d©/ds und anschlieBender Integration
[ ...ds unter Beachtung der Randbedingung d©/ds|s—¢ = 0 die Biegediffe-
renzialgleichung

2
—Rcos© + = @ = —Rcos O
2 \ ds

ergibt. Berechnen Sie deren Losung fiir die zwei zu unterscheidenden Fille:

1. Es gibt einen Wendepunkt (d©/ds = 0), z.B. an einem freien Ende
ohne Momentenbelastung. Passen Sie die Losung an einen Kragtriager
an, d.h. berechnen Sie bei gegebenem Neigungswinkel am FEnde des
Balkens (Kraftangriffspunkt) und gegebener Kraftrichtung den Betrag
der angreifenden Kraft (0,00 ~ R).

2. Es gibt keinen Wendepunkt.

Losungen fiir spezielle Falle finden sich im Buch “Flexible Bars” von Frisch-
Fay und dem Artikel “Modeling of Flexural Beams Subjected to Arbitrary
End Loads” von Kimball und Tsai. Weiterhin ist auch die Variationsformu-
lierung in Max Born’s Dissertation “Stabilitdt der elastischen Linie in Ebene
und Raum” sehr interessant. Aspekte zur Dynamik der Elastica finden sich

bei S.S. Antman und V.V. Eliseev.



Losung zur Aufgabe « 3 (Elastica)

1. Mit Wendepunkt 99|, =0

(%) -

@
du

2
(fﬁ) = 4(sin® %
———’

2k cosy dy
oS % du

du cos?

u+ K(k)=F asin(

. ©
Sin 5 k
A ’
——_— —

ksn(u+ K(k)) =

du =

—(cos© — cos Oy)

= 2(cos© — cos Oy)

k2

2
) = 4k?(1 — sin®~)

dvy\? 1 - sin?
<W> :w(l—sinzg)zl—kQSiDQ’y

dy

sin

[\’)‘@Q

5 0

sin® —

V1 — kZsiny

= ksiny

dﬁ
ds

=1-

(ii))Q = 4K [1 — sn2(u + K (k))]

<(£) =2k cn(u+ K(k))

x
P cos 0
n*(u+ K(k))

1 — 2k?sn?(u + K(k))

xTr =

€Tr =

&‘

B
R

Y

ST

R/B

1 — k2sn?v* do*
—_——

dn?v*
7(0)=m/2

xr = \/g —u+2 |E(amfu + K]) — E(am[K])

R/B

Lo

cosr =1—2sin?=
0 _ .

sm2 ksiny

0 doe dvy
2 cos 5 . = kcosvyg,

SN
k=sin—=0...1
Sln2

/d
d’y zwei Losungszweige!

/ ©(0) =069 — v(0) =7n/2
5 = amfu+ K(¥)

x(s), y(s) : Einsetzen in (3)

1 —snz = cn’z

fiir spéter

G
(8), sin o =

du

1
5(1 — cos O)

weiter mit (11)

Allgemein ist 7, es enthiilt ©p und O(s), giinstig um den Verformungzustand zu beschreiben, weil



es als Integrationsgrenze in den elliptischen Integralen auftritt.

—14+2—-2k%*n?*(u+ K)=cos® | 1—k%n’z=dn’z (16)
—142dn®*(u+ K) =cos©® | d/du (17)
—4k%dn(u + K) sn(u+ K) cn(u + K) = —sin® dO/du | mit (10) (18)
2k dn(u+ K) sn(u+ K) =sin® | sin® =dy/ds (19)
2k dn(u + K) sn(u+ K)\/B/R du =dy | / Lodvt, v=u+ K(k) (20)
0
B Y * * *
Y= \/2]{:/ dnv* snv* dv* | y(0) =0 (21)
R Jo
fcr:ngC
cos 7y
B/_Aﬁ
Y= —2k\/§cn(u—|—K) (22)
(23)

Aus den RB des Balkens (freies Ende ©(s = 0) = ©¢ und Einspannung O(s = L) = Op,) folgt der
Skalierungsfaktor von v — s und damit R.

sn(ur, + K) = sinvyg, (8) an der Stelle s = L (24)
ur, + K =F(yp, k) | amu=y¢ << u=F(pk) (25)
ur, = k) — = siehe = sin —
F(iw. k)~ K(k) = LyRJB | siche (1), k= sin (26)
. 9
2 B L sin =~
R = (F(’YLak) - K(k)) ﬁ ‘ mit sinvyr = sin@ (27)

2

Alternativ lassen sich zwei andere der drei Groflen ©g, ©f, R vorgeben. Die dritte folgt stets aus
Gl (8).



2. Ohne Wendepunkt

2
<d@> 2R(cos@—|—1+21 b )
B
do 5 . O
<du) = 4(1 — k“sin 5)
/@* 2d©*
u =
0
sn(u) = i o

ds k2
2v/1 — k? sin ©*
d 2
<£> = 4(1 — k*sn’u)

dz = (-1 +2(1 — sn’u)) ———=

1
sin — = 5(1 —cos©) = snu

2
cos® = —1 4 2 (1 — sn?u)
2
——s8in©® = —4 snu cnu dnu k
ds VR/B
5 _ sin ©® = 2 snu cnu
ds
2 k
d = k%snu cnu du
TR \/R/B
2 |B

v=-7 Ednu

z(s), y(s) :

Einsetzen in (24)

1 — k*sn’x = dn’z

VE/B,

k

u =

=

d_ddu

ds duds
do\ !

: <_ds> aus (30)
ds

ds = —d

s T U

(28)
(29)
(30)

(31)

(41)

(42)

(43)

(44)



